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ResnmC-Une mtthode numerique de resolution des equations de la couche limite laminaire hors d’tquilibre 
vibratoire est exposee. La recherche de solutions approchees de ces equations apparait legitime dans la 
mesure od ces equations rtsultent dejjii d’un certain nombre d’approximations, en particulier de celles 
consistant B negliger I’interaction de la relaxation et des processus de dissipation. La m&ode adoptee 
revient z+ d&coupler les equations de conservation de I’equation de relaxation, a rtsoudre les premieres par 
des methodas habitue&s et a chercher des solutions de cette derniere sous forme de deveioppements en 
serie. 

Cette technique est appliquee au cas de la couche limite laminaire se developpant le long des parois z%r 
l’aval d’une onde de choc mobile dam un tube-cas classique d’une couche limite hors d’equilibre avec 
un ~coulement exterieur lui-m&me hors d’equilibre-et egalement au cas dune couche &mite en regime 

supersonique stationnaire se dtveloppant sur une piaque plane non catalytique. 
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NOTATIONS 

chaleur sptcifique a pression constante: 
chaleur specifique de vibration: 
vitesse d’agitation thermique; 

PPiP,P, ; 
coefficient de diffusion propre; 
energie interne par molecule; 
fonction de distribution des molecules 
de nombre quantique i = (i,, i,); 

f4y ; 
h/h, ; 
enthalpie; 
coeffkient de conductivite fige (trans- 
lation-rotation); 
nombre de Lewis; 
masse d’une molecule; 
nombre de Mach de l’onde de choc; 
densite numtrique moltculaire; 
pression; 
flux de chaleur ; 
temperature de translation-rotation; 
temperature de vibration; 

u, vitesse longitudinale (selon x); 

;, 
vitesse transversale (selon y); 
abscisse rtduite x/u,~~ (enthalpie fig&e); 

c, ecart a l’equilibre de l’energie de vibra- 
tion 15 - a; 

% variable de similitude 

PeUe ’ P s - dy; 
J@P,P&?X) P, 

0 

P1 coeffkient de viscosite; 
c> energie de vibration moyenne par unite 

de masse; 
6 energie de vibration moyenne par unite 

de masse, correspondant & l’equilibre 
local; 

P, masse spbcitique; 
5 temps de relaxation. 

L’indice 

.fT se rapporte aux parametres fig&; 

c,, se rapporte aux parametres en Cquilibre; 

421 
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e, se rapporte aux paramkres de Kcoule- 
ment extirieur : 

4 se rapporte aux conditions initiales; 

w, se rapporte aux conditions A la paroi. 

1. INTEODUCl-ION 

m dram de r&solution num&ique des 
&p&ions de la couche limite laminaire hors 
d%quilibre ont d@A 6ti propo&es depuis un 
certain temps [ 1,2]_ Elles concement principale- 
ment des 6coulements de gaz d&so&s ou 
ion&. Le cas de la couche limite lam&tire hors 
d%quilibre vibratoire a 63 lui m&e relative- 
ment peu trait6 [3,4], en raison sans doute de 
la faible influence de l’&at du gaz sur les para- 
m&es globaux et directement mesurables tels 
que le frottement et lc flux de chaleur parittaux. 
Cependan~ comme on I’a montti dans la 
tifbrence [5], ces effets ne sont vraiment faibles 
que pour les gaz dont Knergie de vibration est 
elle m&e faible A la tempi5rature de la paroi 
(consid&& comme catalytique): c’est le cas 
d%coulement dc gaz diatomiques usuels (azote, 
oxygtine) le long de parois m&alliques froidcs. 

De meme, en ce qui conceme les profils de 
temp&ature, ceux ci ne peuvent Ztre tr& 
diff”rents dans les cas extremes (fig15 ou en 
kquilibre) que si la temp&ature (de translation 
par exemple) est elle-m&e trt% diffbrente 
pour ces deux cas dans 1Xcoulement ext&ieur. 
C’est pourquoi un des exemples trait& ci-apr& 
conceme le gaz carbonique dont le pourcentage 
d’knergie de vibration est dtij& important aux 
faibles temp&atures Le cas dhne paroi non 
catalytique modifie Cgalement les profils de 
faGon sensible. 

Deux exemplcs sent ainsi trait&. par la 
m&ode de Gsolution num&ique qui est tout 
d’abord expos6e. 11 s’agit d’une part, de la couche 
limite laminaire g&&e le long de la paroi 
catalytique d”un tube B choc, A l’aval de l’onde 
de choc incidente (cas N,, CO,), Kzoulement 
exterleur &ant lui-mime hors d’6quilibre et 
d’autre part de la couche limite sur une plaque 
plane non catalytique dans un &zoulement 
supersonique d’azote en huilibre A l’extkrieur 

de la couche limite. Quant g la methode de 
r&olution des equations, elle est b& sur le 
dCcouplage formel des trois equations de con- 
servation de l’equation de relaxation, dCcouplage 
qui peut s’op&er en raison de la valeur du 
nombre de Lewis fig6 I,/ tr& voisine de 1 pour 
les exemples choisis. 

II. EQUATIONS DE LA COUCHE LIMITE 
LAMINAIRE HORS D’EQUILIBRE VIBRATOlRE 

On considtre un &oulement ext&ieur soit en 
kquilibre, c’est-Adire que les moltcules d’esp&es 
i (correspondant A un nombrc quantique de 
rotation ir et WI nombre quantique de vibration 
iJ pos&dent une fonction de distribution _I-:“’ 
de Maxwell-Boltzman, soit hors d’tquilibre 
vibratoire; dans ce demier cas on suppose que 
les chocs r&onants sont p@ond&nts et qu’on 
peut done dbfmir une temp&ature de vibration 
unique Tn: 

La fonction de distribution fy s’Ccrit dans ces 
conditions: 

exp ( - e,/k T) exp ( - e,JkT,) 

x ‘ir exp ( - e,/kT) Ciu exp ( - e,JkT,)’ 
(1) 

Les Cquations macroscopiques de conserva- 
tion correspondantes sont les kquations habit- 
uelles d’Euler dans le cas en equilibre auxquelles 
s’adjoint une equation de relaxation dam le cas 
hors d’bquilibre que I’on prend sous la forme 
suivante : 

(2) 

Cette forme pr&uppose que les molecules se 
cornportent comme des oscillateurs har- 
moniques. 

Les Cquations de la couche limite sont 
determink ZI l’aide des hypoth&es habituelles 
A partir des kquations de Navier-Stokes dans 
lesquelles les coefficients de transport sent 
calcul&s A partir d’une fonction de distribution 
perturb&z 5 l’ordre 1 fi = fi”’ (1 + rp,). 
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OUZM,hZtedl0ntreleSh~SUiVaIlteS: 

Lesi$qlationsin~quipelm~tde 
cakukrcrr,etdoncparmitekscwfkientsde 
transpoftllefantiIltervenirquelessections 
e&UXS&Eoll.ktldescbas:~~Cette 
h* correspond & unc about 
dXucken mod&k; #au&e paxt le d&quiliire 
derotationapportkpariapksemzdelaparoi 
estl&&!#parrapportau~uilibiede 
vibration dam Rquation de r&xation de 
lkergie viiratoire; si bien qukn obtieut le 
systkme d%quations (3) daus lequel appamkent 
une tem#mtme unique de translatkm-rotation 
~~~~~~~ti~~~~~ 
tiemient compte &idemmeat dkn gradient de 
pl-eSion 10IQutudiual nul (paroi plane) et 
&respondent & un kcoulement bidimensionnel 
stati& 

Pour Co, 

rp = 0987 exp (36-16T-* - 3.34)ps bar 

Apartirdeceshypotb&se%ilsembleassez 
illusoire de chenzber des solutions numkriques 
exactes du syst&me d%quations (3), aussi a-t-on 
utilisk la ukthode de r&oh&ion approcbke 
d&rite ci-aprtk 

PI = y mombre de Prandtl figii9 et 
I 

Lf = 9 (wambre de Lewis fi&9 
/ 

P = PRT h = C#$T -I- ar, 

da = C&TJd’%D, di? = C$T)dT_ 

L%quatiuil de relaxation en piwtkuk ainsi 
obteuue est foregut cob&e&e avec celle 
de Ecoulement extkiew [6* 7]: eu ce qui 
concemektempderelaxatilm~~onprend,et 
pour koulement exttieur et dans la couche 
limi& des valems dkduites des expkiences 
rMist%seoltubeBchocet~tM~dansles 
rkfmazs [&9-J_ Ainsi: 

Pour N, 

tp = 0987 exp (23@26T-* - 2593) p bar 

~ap~~q~~~o~~~va~rde 
~,~n~tio~~~~~~lu~~~ 
sil LI = 1 les trois premkks kquations du 
syst&me (39 sont formellement dkouplkes de la 
qua&i&z Il est aloes possibk moyennant 
certaines prikauti~ de ksoudre de &on 
classique ces trois &latious 

~~~~~,~lqu’~~~~~~~ 
m&l&e de Mason et Mollchick gakul de $1 
montre que pour l’azote entre 300 et 3000 K, 
L, = 097 I l”i, pfk; pour le gaz carbonique$ 
mal& l%.nprkision plus grande des calcuk 
MOK,L,resteseusiblement@al&O9!J.On 
admet done l’hypoth&se: L, = 1. Cependant le 
dkouplage ainsi Gali& n’est que purement 
fo~~~v~b~~~~n’a~t 
plus dans (3ad 3h 3c) La; dkouplage complet 
est a.lors r&alis5 ; l&de des hypoth&ses suivantes: 
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-L’ecoulement exterieur est a vitesse con- 
stante 

-4’Scoulement exterieur est a enthalpie 
constante, (mais pas forcement a tem- 
perature constante). 

-Le produit pp ne depend que de h (et non 
de T) 

La premiere et la seconde hypothese ne font 
que particulariser le probleme, la troisieme 
signifie que le produit pp est independant de la 
relaxation, si bien qu’a une valeur de h on fait 
correspondre une valeur de pp determinee a une 
temperature T’ fictive don&e par une loi 
h = f(T’) T’ pouvant dtre soit une tem~rature 
figee, soit une temperature, d’equilibre. Cette 
hypothese est rendue d’autant plus plausible 
qu’on connait la faible incidence de la variation 
de P/L sur les profiles des divers parametres de la 
couche limite [2]. 

On admet la meme hypoth~se pour 9. 

Ces trois hypotheses &ant precides, on 
applique au systeme (3a, 3c) la transformation de 
Lees-Dorodnytsin et on cherche les solutions de 
simiiitude classiques pour II et h. ce qui est ainsi 
rendu possible: on dispose done du systeme bien 
connu suivant : 

(c-j”‘)‘+ ff” = 0 

Les derivations sont effectuees par rapport a la 
variable de similitude q. 

Les conditions aux limites dependent du 
probleme particulier envisage. En ce qui con- 
cerne l’tquation de relaxation, on adopte le 
changement ‘de variable c = 5 - 0, c represente 
done l’ecart local a l’equilibre de l’tnergie de 
vibration, et on cherche pour c des solutions sous 
la forme dun dtveloppement en puissance de X, 
avec 

4% X) = 1 t - 1)” qp?) X”. (6) 
n 

On obtient ainsi un systeme differentiel pour 

c,(q) qui s’ecrit pour n >, 1 et dans l’hypothese 
ou CP est aussi une fonction de 71’ 

qJ?) + E.,f .q + q . E;(q) - 2~~‘~~~~(~) 

+ 25_P&?j) = 0. (7) 

L’equation pour y1 = 0 se reduit a (~(~=~i = cte; 
cette constante depend du probleme particulier 
envisage, de m&me que les conditions aux limites 
pour les equations (7). 

Dans ces equations, T est egalement suppose 
ne dependre que de q ce qui ne conduit pas ri 
des erreurs serieuses, d’autant plus que les 
valeurs de -c ne sont pas connues avec une tres 
grande precision. 

Les profils de f(q), de g(v) et de leurs derivees 
sont donntes par la resolution du systeme 
differentiel(5). Cette resolution s’effectue a l’aide 
de la methode Runge-Kutta modifiee par Gill 
et couplee avec une mcthode de tir permettant la 
determination des valeurs f”(0) et s’(O) [l 13. 
A partir de la connaissance de ces profils et g 
l’aide dune methode de differences finies on 
resoud les equations (7): on en deduit les prolils 
de &iv, x) (6) ainsi que les profils de T(q. X), 
T,.(q, X) grCce aux relations de definition (8) 

dc = da - da 

d/z = Cp,T + CT 

da = C1jT,,) dT,, 

dS = CJ T) dT. 
(8) 

IV. EXEMPLES DE COUCHE LIMITE HORS 
D’EQUILIBRE 

IV. 1 Couche limite le Eory des parois d‘ur~ tube b 
choc ci l’aval d’une onde de choc de vitesst? 
constante 

Dans un systeme d’axes lie ri I’onde de choc, la 
couche limite est stationnaire et ob&t aux 
equations (3); (x: abscisse mesuree a partir de 
l’onde de choc). 

L’ecoulement exterieur est hors d’equilibre 
vibratoire. L’application de la methode exposte 
ci-dessus requiert: ue = cte, he = cte; or il a CtC 
montre [I23 que ces hypotheses conduisent g 
des rkultats en accord raisonnable avec ceux 
obtenus par des methodes plus exactes en ce qui 
concerne la valeur de T, et de T,, (et par suite de 



c,): ces paramktres kvoluent alors de faGon 
exponentielle et en particulier on a 

& e = E/zxp(-X). (9) 

Une difficultit subsiste quant au choix de la 
valeur de l’enthalpie: valeur d’bquilibre ou 
valeur fig&e, ces valeurs conduisant A des dif- 
fkrences sur q de I’odre de 3 A 4%. Dans la 
suite, et par pure commodity on choisira la 
valeur figke. 

Les conditions aux limites pourfetg s’kcrivent 

q = 0 f’(0) = : g(0) = 2 f(0) = 0 
e P 

F/‘% f’(cG)+ 1 g(E))-+1. 

Celles affectant E s’kcrivent : 

q=o F,(O) = (paroi catalytique) 

? --+c0 &&o)+$ 

IV.l.l Profils des tempbratures et de l’tcart 
Pnergttique vibratoire local. Les Cquations dif- 
fkrentielles donnant E, sont r&solues jusqu’a 
l’ordre 7, ce qui conduit, dans tous les cas, B une 
convergence suffkante des valeurs de c pour 
les valeurs maxima de X choisies (X = 2). 

Pour X + cc les profils sont calcults directe- 
ment ri partir des kquations (5) dans lesquelles 
tous les paramktres ont leur valeur d’kquilibre car 
il est alors inutile de dkvelopper E en skrie. Sur les 
figs. l-6 oh sont rep&sent& les profils de I: 
I;, E pour I’azote (M, = 5) et pour le gaz 
carbonique (MS = 2 et 5), on remarque l’impor- 
tance du dCsCquilibre dans le gaz carbonique se 
traduisant en particulier par une importante 
variation des profils de Ten fonction de X. 

Les profils de E sont, eux, trGs caract~ristiques 
et montrent bien le dtskquilibre d’tnergie 
vibratoire supplkmentaire apportk par la prts- 
ence de la paroi et auquel correspond le maximum 
observe sur les courbes lorsque X + x), c’est-8- 

dire que lorsque l’tkoulement extkrieur tend 
vers son Ctat d’kquilibre il subs&e dans la 
couche limite, A la mEme abscisse, une zone oh le 
dCs&auilibre rksiduel est nlus important. en 
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FIG. 1. Tempkrature de translation-rotation et tempkature 
de vibration. 

% 

wz ’ 

Y 

0 
I 2 3 

r) 

FIG. 2. Ecart B 1’8quilibre local de I’Gnergie de vibration. 

FIGS. 1 and 2. Profils des param&= dans la couche &mite ri 
l’aval d’une onde de chcx mobile. (Azote, M, = 5, p0 = 0.01 

bar, r,, = 295 K). 

dkpit de la p&ewe d’une paroi catalytique 
(x = 0, E = 0). 

IV.1.2 Flux de chaleur partikal. (Paroi cata- 
lytique, gaz carbonique). L’Cvolution du flux de 
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On remarque que le flux de chaleur dans le cas 
en equilibre est superieur a celui du cas fig& 
#environ 1%20% ce qui montre I’influence 

FIG. 7. Flux de chaleur pariktal B l’aval d’une onde de choc 
mobile dam le gaz carbonique. Cas figk (a) et cas en Cquilibre 

(b). 

IO - 

I I I I I 
0.1 0.2 0.5 I 2 

X 

FIG. 8. Evolution du flux de chaleur parittal B f’aval d’une 
onde de choc mobile dans le gaz carbonique. 

preponderante de la valeur de k dans l’expression 
du flux de chaleur pa&al, c’est-a-dire en fait 
que la valeur de q, est plus influencee par le 
pourcentage d’energie de vibration a la temptra- 
ture T, que par Mat de d~s~quilibre de la couche 
limite (prolils de Tet de T,,). 

La Fig. 8 montre par ailleurs l’evolution de 
q, = f(X) pour differents nombres de Mach. 
On peut noter la quasi linearite des courbes dans 
le domaine de variation Ctudit (coordonnees 
logarithmiques) c’est-a-dire que q, N A/X”. 

IV.2 Couche limite s~a~i~nnuire SW une pluq~e en 
r&gim supersonique (Ccoulement exterieur 
en equilibre, paroi non catalytique) 

En vue de comparer les resultats obtenus par 
cette methode numerique et ceux resultant 
dune methode ne faisant pas intervenir pour 

FIG. 9. Profils des temperatures dans une couche limite 
stationnaire le long d’uneplaque plane(M= = 2, T, = 3336 K). 

l’enthalpie et la vitesse des solutions de simili- 
tude [3], on etudie la couche limite d’un 
tcoulement supersonique d’Azote (M, = 2, T, 
= 3336 K) le long d’une plaque plane non 
catalytique 
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aT aT __=v= tions numeriques ‘exactes’, il semble preferable 

aY aY 
0. de disposer d’tquations refletant le mieux 

On suppose en outre que la dissociation reste 
possible les phtnombnes, et dans le cas particulier 
d e 1 a couche limite de connaitre entre autres, 

tigee. On a dans ce cas, comme conditions 
limites 

?j=o f(0) = 0 f’(0) = 0 

aux l’influence reciproque de la relaxation sur les 
phenombnes de transport. 

g’(0) = 0 0 8 
0 

=o 1. 

V-t% f“(OO+ 1 g(s0) +l & = 0. ae 

La Fig. 9 reprtsente l’evolution de T et de T, 
le long de la plaque et l’accord avec les resultats 
de la reference [3] est raisonnable compte tenu 
du fait que le profil initial de temperature de 
translation-rotation (X = 0) est legerement dif- 
ferent dans les deux cas et peut entrainer le 
decalage remarque entre les prolils suivants: 
cet Ccart Cvidemment independant des methodes 
utilisees provient probablement des valeurs 
numeriques differentes choisies pour certains 
parametres (p, k,, Pf.. .). 

V. CONCLUSION 

11 a CtC expose une methode de resolution 
approchee des equations de la couche limite 
laminaire hors d’equilibre vibratoire, ces Cqua- 
tions resultant elles-mCme dun certain nombre 
d’approximations; la recherche de solutions 
approchees apparait legitime, d’autant plus que 
les hypotheses Cmises sont assez peu restrictives 
(Ls N 1, pp, P,., t, CP indtpendants de la relaxa- 
tion). 

Avant d’entreprendre la recherche de solu- 

2. 

3. 

4. 

10. 

11. 

12. 

13. 
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METHOD OF APPROXIMATE CALCULATION OF THE LAMINAR BOUNDARY LAYER 
WITH VIBRATIONAL NON-EQUILIBRIUM 

Abstract-A numerical method for solving the equations for a laminar boundary layer with vibrational 
non-equilibrium is presented. Approximate solutions are obtained by decoupling the relaxation from the 
dissipative processes. The method amounts to resolving separately the conservation equations and the 
relaxation equation; the former are solved by usual techniques and the solutions of the latter are expressed 
in a form of a power series. 

This method is applied to the case of the laminar boundary layer developing along the walls of a shock- 
tube behind the incident shock-a classical case of a boundary layer and an inviscid flow both in non 
equilibrium-the method is also applied to the case of the stationary supersonic boundary layer along a 

non catalytic flat plate. 
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METHODE ZUR NAHERUNGSWEISEN BERECHNUNG DER LAMINAREN 
GRENZSCHICHT BE1 SCHWINGUNGS-NICHTGLEICHGEWICHT 

Zusammenfassnng-Zur Liisung der Gleichungen ftir eine laminare Grenzschicht mit Schwingungs- 
Nichtgleichgewicht wird eine numerische Methode vorgestellt. Es werden Nlherungsgleichungen erhalten, 
indem die Relaxation vom dissipativen Prozess entkoppelt wird. Die Methode ftihrt auf die getrennte 
Auflijsung der Erhaltungsgleichungen und der Relaxationsgleichung; die erstgknannten werden durch 
iibliche Methoden gel&t, die Lijsungen der letztgenannten werden durch Potenzansitze ausgedrtickt. 

Diese Methode wird aufden Fall der Laminaren Grenzschicht angewandt, die sich entlang den Wanden 
eines3tosswellenrohres hinter dem Ausgangsstoss ausbildet, also den klassischen Fall einer Grenzschicht 
und einer reibungsfreien Striimung, die beide im Nichtgleichgewicht sind. Die Methode wird ebenfalls 
auf den Fall der station&n Uberschallgrenzschicht entlang einer nicht-katalytischen ebenen Platte 

angewandt. 

METOJI IIPBFJIIB~EHHOI’O PhCtIE’fh JIAMHHAPHOIY~ IIOIPAHMtIHOI’O 
CJIOH IIPM BMEPALIBOHHOM HEPABHOHECMH 

AHHOTaqnsr--OnnCbIBaeTCFI ‘IMCJIeHHbIli MeTOR peILIeHWI )‘paI3HeIIPIti naMMIIapHOr0 IIork,aHWI- 

HOrO CJIOR IIpH LII46paIfHOHHOM HepaBHOIIeCWI. nOJlyYeIIb1 IlpIIh4~eHlll,Ie peIIIeIII,fI “yTeM 

paCCMOTpeHIlR peJIaHCa~MI1 OTaeZIbHO OT IIpOI~eCCOII ;[HCCIlIIaIIIlI~. MeTog 3aKmo~aeTCfx H TOM, 

qT0 ypaBHeHWI COXpaHeHIUI M ypk,RHeHIlFI p~‘naIKal~m peIIIaIOTCR OT,(P.?IbIIO : IIe[)sbIc-c, 
IICIIOJIbSOBaHPIeM 06bFIHbIX MPTOROB, IITOpbIe-II HlIfle CTeIIeHHbIX [)RROR. 

MeTo IIpHMeHFIeTCJI &WI peIIIeIIWI ypaBIIeHIlii JIaMIIHa[)HOrO IIOr~~aHIl’IHOrO C;IOH, 

pa3mBaloqeroCn nflojlb CT~HOI< y~aprroii TIJW% 3a Ha6eraloqeii YaapHoil ROJIHo& 

maccIIYecI<oro cnyqa~ norpaamaoro C;IoH 51 IIeIIH:3IiOrO TeYeHRFI “p” OTcyTCTBPII, 

paBHoBecwI, a TaIutm i_lm cTaqsfoHapHor0 cnepsa3yt~o3oro II01’p~HWIHOrO C.nOR BzOnb 

Hf?IFFITR.~HTIlYeCIiOfi Il.-IOCIiOii II~aCTlIHbI. 


